REPRESENTACION
DE FUNCIONES

REFLEXIONA Y RESUELVE

Descripcion de una grafica

B Traza unos ejes coordenados sobre papel cuadriculado y representa una curva,
lo mas sencilla posible, que cumpla las siguientes condiciones:

e Ilim f(x)=-—o0
X — —oo

e Ilim f(x)=2

X —> +oo

o lim f(x)=—co

x =27

e lim f(x) =+

x— 2%

* f(0) =4 f(0)=0

*f(5)=0; f(1,75) =0

e f es derivable en todo R, salvoen x = 2.
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B Describe, con la menor cantidad de datos y de forma similar a la de los aparta-
dos anteriores, la siguiente funcion:

ik

’,

B Representa sobre unos ejes en papel cuadriculado una grafica inventada por ti.
Describela en papel aparte. Dale la descripcion a tu compaifiera o compafero
para que la represente.

Representa ti la suya.

Comparad cada representacion con la curva original. Discutid las diferencias
que observéis.

¢Hay algiin error en la representacion? ;Hay, acaso, error en la descripcion?

¢Es todo correcto?

A
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H Observa esta grafica:
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e Halla la ordenada para las siguientes abscisas:
x=0, x=1, x=3, x=-7, x=12, x =—400, x =13, x =-199

¢ ¢En qué puntos no esta definida esta funciéon?
¢ ¢Qué tramo de la funcion te bastaria conocer para hacerte una idea exacta de

como es la grafica?
¢ ;Te sugiere esta curva algin tipo de simetria o periodicidad?

1. Halla el dominio de estas funciones:

aA)y=x3-5x2+7x+3

3x3+5
b)y_x2—5x+4
X3+ 2x
Ay = x2+1
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2. Halla el dominio de:
X

a)y=Vx?-2x b)y=m(x*+1) Ay=m(x*-1) d)y=%

3. Halla las simetrias y las periodicidades; di donde son continuas y déonde deri-
vables:

a)y=3x*—5x2-1 b) y =Vx2%-2x
x3 x3-1
C)y_x2—1 d)y_ x2

e)y=senx+1/2 (sen2x)
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4, Halla las ramas infinitas de:

x4
a) y = 3x5 - 20x3 b)y=x2_1
x3
C)y=m dy=Va?-2x
ey=m(x*+1) ) y=2%-1
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5. Halla los puntos singulares y los puntos de inflexion de:
a)y=x3-6x2+9x+5
b)y=m(x*+1)
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6. Halla los puntos singulares de:
2

x )y x3
x2-1 oy (x—2)2

a) y=3x5-20x3 b)y= D y=Vai_2x

Unidad 11. Representacién de funciones




1. Representa estas funciones:
a)y=xt—8x2+7
b) y = 3x% + 4x3 — 36x2

O y=x%—4x3_2x2+12x

10 Unidad 11. Representacién de funciones
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2. Representa las siguientes funciones:

a) y=3x%—4x3-16 b)y=x3-3x

Unidad 11. Representacién de funciones

o) y=(1/4)x%*-2x2
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1. Representa:

x3 x2-2x-8
b)y=>—2*7%
1-—x2 )y x

a)y=
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2. Representa:

x2-9 x3+2x
a)y=x2_4 b)y=—
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1. Representa:

a)y=Vx?+2x
b)y=Vx%-9
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2, Representa:

a)y=mm(x*+4)
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b)y=m(x*-1)
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3. Representa:
e X —X

1
a)y=F b)y=e— c)y=50082x+cosx
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1. ;Qué tipo de ramas en el infinito tienen?
3x x? o at
a)y—x+1 b)y_x+1 c)y_.anc+1 d)y_x+1
Unidad 11. Representacién de funciones 20




2. ;Qué tipo de ramas en el infinito tienen?

Dy=_3 b)y=Yx?+3 Qy=x+Vx
dy=tgx e)y=xsenx Dy=x—-cosx

30 Unidad 11. Representacién de funciones




1. Representa:

a)y=x—|x=3[+|x+1|

x2+3x
DY
Ay=|x-5|x

Unidad 11. Representacién de funciones
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Descripcion de una grafica
1 |Representa una funcion continua y derivable en R tal que:

lim f(x) =+, lim f(x)=—, f'(2)=0

X —> +oo X — —co
f(2) =1, f'(x) 20 para cualquier x.

A

2 |De una funcioén y = f(x) tenemos esta informacion:

D=R -{1, 4} lim f(x)=+c; lim f(x)=—co
x—> 1" x— 1"

lim f(x)=—oo; lirril : J(x) =+o0; lim f(x)=0

x4 X — oo

(si x > +oo, fi(x)>0; si x> —oo, f(x)<0)
f'(2)=0, f(2)=-1; f'(-D=0, f(-<1D)=-1

Represéntala.
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s3 | Dibuja la grafica de una funcion de la que se conocen las siguientes propie-

dades:
lim f(x)=—oco, lim f(x)=+c
X —> —o0 x> oo

f(x)=0si x=-2, x=0, x=3, x=4

JE2) =25 f(0)=0; f(3)=5; f(D=4

s4 | Describe las siguientes funciones indicando sus asintotas y ramas infinitas,
sus puntos singulares y los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

a b
2 /
—1 1 T
\|/ [
| |
|
|
C d l % 7
iNa4
\ B,
4 /
A1 12
Vi /
A ’
Unidad 11. Representacién de funciones 35




36

Funciones polinémicas

Estudia y representa las siguientes funciones:

a)y=ux3+3x2 b) y=x3-3x%2+5

~ 5x%— x5

= n3 _ 3
G e) y=x’>-5x

dy

4

c)y=%—%x2+ 10

Dy=(x-1P-3x
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6 |Estudia las ramas infinitas, intervalos de crecimiento y de decrecimiento,
maximos, minimos y puntos de inflexion de las siguientes funciones.
Represéntalas graficamente:

a)y=3+(2-x)> b)y=2-(x—-3)*
Ay=(x+1D°-5 dDy=3-(1-x)3

Unidad 11. Representacién de funciones
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Funciones racionales

_
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7 |En las siguientes funciones, estudia su dominio, asintotas y posicion de la

Unidad 11. Representacién de funciones

1 -1
a)y_xz—l b)y_x2+1

x2-1 x
d)y= e)y=1+x2

curva respecto de estas, y represéntalas a partir de los resultados obtenidos:

Ay-=

x2-1

x2-x+1
f -
)y x2+x+1

43
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Representa estas funciones estudiando previamente su dominio, asintotas,
posicion y extremos relativos:

8 2x x3 x2-_2x+2
a)y-2x+; b)y—m C)y—m d)y—f1
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Funciones “a trozos”

Representa esta funcion:

—x2-2x+2 si x<0
x2-2x+2 six=0

ﬂx)={

Indica sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento y sus extremos
relativos. ¢Tiene algin punto de inflexion?
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10 |Representa la siguiente funcion:
x3-3x+1si x<0

f(x)={(x—1)2 si x>0

Estudia sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento, sus extremos re-
lativos y su curvatura.

Unidad 11. Representacién de funciones
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PARA RESOLVER

11 |Representa las siguientes funciones, estudiando:

) _4x—12
PV
X2
d)y—9_x2
2x3
g)y= x2+1
5 (x-2)?
Py= x—1

Unidad 11. Representacién de funciones

— Crecimiento y extremos relativos.

X
D) y= G2y
x2+4
e)y= -
4
X
Wr-sg

_

UNIDAD m

— Dominio de definicion, asintotas y posicion de la curva respecto de estas.

o _G-D(x-3)
y x—2

x2
Dry=G3»
- xs
1)y= x+ 2

53
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s12 |a) Halla las asintotas de la grifica de la funcion definida para x > 0 por

1+ x2
x

SJ(x) =

Unidad 11. Representacién de funciones

61



62

s13

b) Halla las regiones de crecimiento y de decrecimiento de f indicando sus
maximos y minimos locales y globales, si los hay.

c) Esboza la grafica de f.

Dada la funcion f(x) = , se pide:

x+1
VaZ+1
a) Dominio de definicion, asintotas y posicion de la curva respecto de estas.

b) Miaximos y minimos relativos, e intervalos de crecimiento y de decreci-
miento.

c) Dibuja la grafica de f.

Unidad 11. Representacién de funciones



s14 |Representa graficamente la funcion:
p(x) = x*+ (4/3)x3 + 2x2 -2

¢Cuantas raices reales tiene este polinomio p(x)?

Unidad 11. Representacién de funciones
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s15

Dadas las siguientes funciones, halla sus asintotas, estudia el crecimiento y
la existencia de maximos y minimos. Dibuja su grafica:

x X3

e
a)y=x2_3 b)y=4x2+1
Ay=x+ Dy=Vx?-4 —x-2

(x—-1)?
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16

Estudia los maximos, los minimos y los puntos de inflexion de las siguien-
tes funciones y represéntalas graficamente:
X _ p—X eX+ e X

wy=S my-SS

> c)y=senx+cosx para 0 < x<2n

Unidad 11. Representacién de funciones
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Estudia el dominio de definicion, las asintotas y los extremos de cada una
de las siguientes funciones y, con esa informacion, trata de encontrar su
grafica entre las siguientes:

D (Y4 l\ :\\ |
a)y= , N
sen x —— \ 7/ :
b)y=xe* _ T n ;Zn
L B \] 12 5 :
x _ AN
Ay =sensy A RN
_3 & &
dDy=Ux N P
SN T
ey=VaZ+1 NI 4 /TN
n T %_
f)y=sen?* x i ’
() ()
\Z/ &/
2 /
™\
L~ T 231 T D
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Pagina 333

18

Representa las siguientes funciones:

D y=g by -

o y=xlnx dy=(x-1e”~

e y=e™ y=x%e™
x3

) Yy h)y=m(x*-1)
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19 |Estudia y representa las siguientes funciones:

a)y-= V4= 2 b)y=Vx?-x
2
Ay=Vx?—4x+5 dDy-= ":
x“-1

Unidad 11. Representacién de funciones
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X = +oo

X

X = oo

Unidad 11. Representacién de funciones
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20 | Dibuja la grafica de las siguientes funciones:

a)y=x+|x+2|
b)y=2x—|x—3|
Ay =|x|+|x-3|
dDy=x|x-1|

Unidad 11. Representacién de funciones
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21 |Representa graficamente:

1
VY= Ta-2
24
b =
)y x2+1

Unidad 11. Representacién de funciones
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522 |Una particula se mueve a lo largo de la grifica de la curva de ecuaciéon

2x
y= 12 para x> 1.

4
En el punto P|2, -3 la deja y se desplaza a lo largo de la recta tangente a

dicha curva.
a) Halla la ecuacion de la tangente.

b) Si se desplaza de derecha a izquierda, halla el punto en el que la particu-
la encuentra a la asintota vertical mas préxima al punto P.

c) Si el desplazamiento es de izquierda a derecha, halla el punto en el que la
particula encuentra el eje OX.

Unidad 11. Representacién de funciones

93




s23

s24

94

Considera la funciéon f(x) = x?|x -3
a) Halla los puntos donde f no es derivable.
b) Calcula sus maximos y minimos.

c) Represéntala graficamente.

2x2+1

La recta y = 2x + 6 es una asintota oblicua de la funcion f(x) = ~—F

Halla el valor de k y representa la funcion asi obtenida.

Unidad 11. Representacién de funciones
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s25

Considera la funcion:

sen x si x e[-2m, 0)
x2-2x si x€[0, 3]

ﬂx)={

Determina los puntos de corte con los ejes y sus extremos relativos. Dibuja
su grafica.

Unidad 11. Representacién de funciones



26 | Considera la funcion:

1 .
—— si x<0
f(x)=7x2+1
—-x+1 six=0
En el intervalo (-, 0], estudia la existencia de puntos de corte con los ejes,

si la funcion crece o decrece, la existencia de puntos de inflexion y si tiene
asintotas. Dibuja la grifica en todo R.

Unidad 11. Representacién de funciones
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27

8
Dada la funcion f(x) =ax + b + = calcula a y b para que la grafica de f

pase por el punto (-2, —6) y tenga, en ese punto, tangente horizontal. Para
esos valores de a y b, representa la funcion.

Unidad 11. Representacién de funciones
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100

Halla los valores de a, b y c¢ para los cuales la funcion f(x) = o

ax?+bx+c

-4

tiene como asintota horizontal la recta y = -1 y un minimo en (0, 1).

Determina las asintotas de estas funciones:

ay=

V1-—x
3x

b)y =

x+Vx2+1
X

Unidad 11. Representacién de funciones



UNIDAD |11

CUESTIONES TEORICAS

30 |;Qué podemos decir del grado de una funcién polinémica que tiene dos
maximos y dos minimos relativos? En esa funcion, ;puede estar uno de los
minimos mas alto que el maximo?

31 | ;Cuantos puntos de inflexion puede tener como maximo una funcién poliné-
mica de cuarto grado?

Unidad 11. Representacién de funciones 101
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33

102

x
Comprueba que la funcion f(x) = % tiene dos asintotas horizontales

distintas.

Sobre la grifica de la funcion y = |x2 -4/, indica los intervalos de concavi-
dad y de convexidad. ;Cuiles son sus puntos de inflexion?

Unidad 11. Representacién de funciones
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x+1
34 |La funcion f(x) = 1 no esta definidaen x=1 nien x =-1; sin

embargo, tiene solo una asintota vertical. Justifica esta informacion.

35 | ;Cuantas asintotas verticales puede tener una funcion? ;Y horizontales?

s36 |Da un ejemplo de una funcién que tenga un minimo en x =1 y que no sea
derivable en ese punto. Represéntala.
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s37 |Da un ejemplo de una funcion que sea derivableen x=1 con f'(1)=0 y
que no tenga maximo ni minimo en ese punto.

s38 | Si es posible, dibuja una funcién continua en el intervalo [0, 4] que tenga, al
menos, un maximo relativo en el punto (2, 3) y un minimo relativo en el
punto (3, 4).

Si la funcion fuera polinémica, ¢cual habria de ser, como minimo, su grado?

Unidad 11. Representacién de funciones
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39 |La funcion f(x) = x + e, stiene alguna asintota? En caso afirmativo, hallala.

40 | ¢Son iguales las grificas de f(x)=e* y g(x)= el*l Justifica tu respuesta.

41 |;Cual de estas grificas corresponde a la funcion y=In|x| ycuila y = |ln x|?
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¢Qué tipo de simetria tienen las siguientes funciones?:

a)y=sen’x b)y=|x|-2

Ay=igx dDy=x3-x

PARA PROFUNDIZAR

Estudia y representa y = arc tg x indicando su dominio, asintotas, interva-

los de crecimiento y extremos, si los hubiere.

Unidad 11. Representacién de funciones



UNIDAD |11

44 |Representa la funcion y = x — arc tg x determinando el dominio de defini-
cion, asintotas, maximos, minimos e intervalos de crecimiento.

Unidad 11. Representacién de funciones 107




108

s45

46

a) 4

b)

Las siguientes graficas corresponden a las funciones f(x) = x sen(wx);
g(x) = x% sen(nx); h(x)=x%cos(nx) en el intervalo [-2, 2].

Relaciona, de forma razonada, cada grafica con su correspondiente funcién.

no

c)_z/’\]\/.\2
ViV

Para averiguar las asintotas de y = Vx?—2x tuvimos que realizar un nota-
ble esfuerzo (paginas 320 y 321).

Sin embargo, utilizando el sentido comiin y casi sin ningin tecnicismo, po-
driamos haberlo resuelto facilmente. Veamos c6mo:

VaZ—2x =VxZ-2x+1-1 =V(x-1D%-1 =V(x-1)2 =|x—1|

Es decir, nuestra funciéon, para valores grandes de |x|, se aproxima
muchoa y=|x-1|.
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Ademas, es “un poco menor” (observa que se resta 1 en el radicando). La
funcion y = |x — 1| esta formada, precisamente, por las dos asintotas de
nuestra funcion.

a) Averigua, de forma similar, las asintotas de:
y=Vx?+2x y=Vx?—6x+12
Va2 +1

b) idem, y = p”

47 | Aunque la palabra asintota la hemos aplicado a rectas que se aproximan a
una grafica, tiene un significado mas amplio: se dice que dos curvas son
asintoticas cuando, al alejarse del origen, la distancia entre ellas tiende a
cero.

Por ejemplo, la parabola y = x? + 1 es asintdtica a la funcion:

4
y=f(x)=

x2-1
4

(revisa su grafica en la pagina 319). Es facil comprobarlo:

r - xZ2+1+ _ (Simplemente hemos efectuado el cociente).
x%2-1 x%-1

1
La diferencia entre las dos funciones es 1 que tiende a cero cuando
x p—

x — —oco ycuando x — +co. Ademas, toma valores positivos, por lo que la
grafica de y = f(x) queda por encima de la parabola. Este resultado permi-
te representar la funcion de forma mas precisa apoyandonos en la repre-
sentacion de la parabola:

Unidad 11. Representacién de funciones
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a) Razonando de la misma forma, halla la parabola asintética a la funcion:
x3-2x2+x+8
x

y =
Determina la posicion de la curva respecto de ella.

b) Representa la grafica de la funcion teniendo en cuenta esos datos, asi
como la asintota vertical y el punto singular (solo hay uno de abscisa
x=2).
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48 |Halla, en cada caso, la parabola asintética y estudia la posicion de la curva
con respecto de ella. Representa la informacion obtenida:
4 3 4 3
x x° -1 x x
a)y= b)y= )y=—r— D=
)y x%+1 )y x )y x%-4 )y x+1
Unidad 11. Representacién de funciones 111




49 |Halla las asintotas de las siguientes funciones:

_e¥+e™ b _ 1 _
a)y—m )y—m C)y— n(senx)
d)y = 2x + sen 2x e)y=sezx+2 f)y=cosx
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AUTOEVALUACION

1. Se considera la funcion f(x) = x3 + 2x + 4. ;Tiene miximos y/o0 minimos?
¢Tiene algin punto de inflexion? Estudia su curvatura y represéntala.
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x +2)?
3. Estudia las asintotas y los puntos singulares de f(x) = % y represéntala
graficamente.
Unidad 11. Representacién de funciones 115




(x +1)?

4. Representa esta funcion: f(x) = o

116 Unidad 11. Representacién de funciones
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4x3+1
5. En la funcién y = xT, halla los puntos de corte con los ejes y las asintotas.

Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y esboza la grafica.
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6. Dibuja una funciéon continua en R que tenga
un minimo relativo en (1, 6) y un maximo rela-
tivo en (6, 2). Si es un polinomio, ¢cual sera, co-
mo minimo, su grado?

X

—_—e e

\O

7. Halla los maximos y los minimos de la funcion f(x) = xVx + 3. ;Tiene asin-
totas? Haz una grafica aproximada de esta funcion.

Unidad 11. Representacién de funciones
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8. Dibuja la graficade f(x)=|x+3|+|x—1|.

9. ¢Qué grafica corresponde

x+1
a f(x)= ?
| x|
Unidad 11. Representacién de funciones 119
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